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7. Inleiding.

Men zou het vermoeden van F. Morley:

2n . 2 - .
(1) S = Lol (0 geneer 50)

kunnen beschouwen als het begin van een specilale ontwikkeling in
de theorie der gegeneraliseerde hypergeometrische reeksen, die

erop gericht is deze reeksen in bizondere gevallen voor te stel-
len door meer elementaire functies. Onder een (gegeneraliseerde)

hypergeometrische reeks (functie) verstaat men een reeks van het
type

o) . {84;..q,an;x } ) ii (a1>k°‘°<an>k K
- - [ H
n n-- bﬂ’“‘“’bn—ﬂ ronre k=(bq)k°' (bnmﬂ)k
waarin n een natuurlijk getal is, 81;,..Janﬁ bqy...,bn_1} X CcOom-

plexe getallen zijn, geen der b's gelijk aan O of een negatief

geheel getal, en (a), gedefinieerd is door

Kk
(a),, = a(a+1)...(a+k-1) als k een natuurlijk getal is,
k

1 als k=0.

o
~
1

Voor de convergentie van (2) is voldoende voorwaarde x| <1, De
reeks (2) kan ook nog convergeren voor waarden van x met }x}=1.
In deze notatie luidt de formule (1)
—m el o~ ° ! E '
(3) 4P [ on,-2n, anﬂ.} _ (-1)P (3n) L

1. zn!JB .



Voor n=2 gebruiken we ook de notatie

F(a,b;c;x)(: oFa [a’S;X ])

In deze voordracht zullen 5 verschillende bewijzen worden gegeven
voor (1) of enigszins gegeneraliseerde identiteiten, Afgezien van
het historisch eerste bewijs (paragraaf 2), zijn slechts bewijzen
gekozen, waarvan de methoden ook in andere gevallen toepasbaar
zljn, en tezamen een overzicht bieden van de in deze tak van wis-
kunde gebruikelijke methoden, Voor andere (of analoge) bewijzen
wordt nog verwezen naar [ 6], [7], [8].[9] en [10].

Een overzicht van resultaten en methoden vindt men in {1] .

2. Het bewijs van Dixon [27] voor de formule

(4) S sy < (o [n)f
k=0 (nt)

Dixon merkt op dat het linkerlid S van (4) gelijk is aan de co&f-

ficient van yozo in de ontwikkeling naar machten van y en z van

-1\ 2 -1,2 -1_-1y2n
(v-y" 1) (z-27 ) (yz-y~ T2,
en dus ook gelijk aan de co&fficient varléhle(ao'i? in de fourier-

ontwikkeling van
. : o e . 3 2n
(ele_e—le)Qn(ely_e 1q)2n(61(6+?)_e 1(6+9)> .

Bijgevolg is o1 O
_a\ny3n o
s = (1) %7 f‘ f.sin‘”e sin“" 5in°"(8+¢)dsdy |
2
o o

bre
We passen nu de binomiaalformule toe op sinen(

6+¢) =
)21’]

(sin 8 cos ¢+ cos 8 sin ¢ )", en vinden

.y 3n 2n 2T 27 4
s = (1) 47 (En) I sin“PTKg o520 -Kg sinﬁnwﬁycosk¢<j6d¢.
b® K=o K %

Door gebruik te maken van de formule

T

g 1 1
J’ Cosm—qx sin? Tx dx = % [em) M (S
o
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([3], p.250),kan men dit herleiden tot

n
S = ﬁ;q) (42)1 F(-n,n+s;-2n+531).
N 2 < -
2" (nl)“(en)!
Nu is (-3n)
F(-n,n4+3;-2n+331) = -
(~2n+%)n

(Zie b.v. [1] ,0.3), en zo vinden we tenslotte

5 = (-1)0 (4n) (=30)n  _ (-1)P (3n) !

2% (n1)%(2n) ! (-2n+k)

n

3. Het bewijs van MacMahon ([4],vol.I, p.121) voor de formule

=n _yk geny3 . yn (3n)!
2o 0 G = ot B

Dit bewiljs 1is c¢cn toepassing van het zogenaamde "Master theorem'
van MacMahon ([4], Vol.I, p.97), dat als volgt luidt:

Z1j A=<aiJ) ecn n¥n matrix en x .;X_ onbepaalden. Laat

/|yon
X,l,...)Xn gedefinieerd zijn door

% *

(5) : = A . s

!ﬁ ° ©

\\ Xﬂ Xn

€1 “n €1 °n
dan is de cotfficlent van x, "...x — in X, ...X " (c, geheel, 20)
C c
gelijk aan de zo&fficient van X, 1,..xn B in de ontwikkeling van
(6) | (1-a,%.,) (1-a x )| ‘
SE DRI .- .

(Het produkt is symbolisch: men moet aiaj...al vervangen door de
symmetrische onderdeterminant van A gevormd uit de i-de, j-de. ...,

l-de rij en kolom).

Wij passen dit theorema toe met n=3 en

0 -1 1
A= 1 0 -1 ,
-1 1 0

en zoeken de co&fficient van quxngBm in de ontwikkeling van



m m . M o aos s
4 %o X3 =(x3—x2) (XW—XS) (xg-xq) . Deze co&fficient is, zoals men
el

ijk nagaat, juist

=

terwijl (6) in ons geval gelijk is aan

]

1+x1x0+x2xj+xjx1

(mﬂ)l(qug X 3+x3x,])l

i
M

In het rechterlid zoeken we de co&fficient van x mx mx m

q ¥o X3 . Het 1is
duidelijk dat deze coéfficient slechts ongelijk nul is, wanneer
m=2n (n geheel » 0), en dan gevonden wordt als co&fficient van
XanXEQnXBEn in (_1)3n( )3n
(_1>3n (3n)! ]

(nt)’

Het boven geformuleerde "Master theorem'" kan, anders dan in

XX +x KA +X, X Deze coé&fficient is

1 273 7371

c c
[4], als volgt beweczen worden. De co&fficient van x, 1...x_ " in

R ¢
C ¢

X1 1.,.}{n P yan geschreven worden in de vorm van een n-voudige,
complexe integraal.

C c

"1 L
(7) —ﬁj*gﬁ'J"'_( Xq ;%aAn =7 dxq...dxn;
(2ri) < €1 n
/} 'ouxn

waarbl] X, (i=1,....n) eecnmaal de cirkel Ci={xil}xi}=1} doorloopt
in positieve richting. Len voortbrengende functie voor deze co&f=-
ficlenten is

Qo
< 1 n
F()P(qucscgzn):_/‘ o e o Z/] .e.Zn
¢ =0 ¢ =0
L n o c
X, t...x_ 1
(8] ___l__._._fj 1 T 1 dX/].,.qumz
orei )" < X‘%fq .
1 n .
dX .,'..VF\
S f7 S
(emi) 1=2 4%, ( Ko=2oK5) e u (X -2 X)) {
De verwisseling van sommaties en integraties is gemakkelijk te recht-
/‘

vaardigen, wanneer men |z, | ¢ (i=1,...,n) neemt met

2na
a=max | a, . Het laatste 1id van (8) is analytisch in ieder der

N
1,7 13



z,, wanneer lziis 2;a 1s, bovendien is dan de matrix
R R R e R P

() ) e| TETT el e
“an1% 8he?or 1802y

niet singulier., We gaan in het laatste 1id van (8) op nieuwe inte-

gratievariabelen yqb,a,yyn over, gedefinieerd door
1 %
(10) : = B(z) : .
In *y
Aangezien
= | - - -a. 7% + 1=1,...
RN I FPEPEVETRREC LN (1=1,....n)

is, doorlopen ng.yo,yn gesloten wegen, wanneer Xy eenmaal Ci door-
loopt, waarbilj Vi eenmaal om de oorsprong loopt, maar yj (j#i) niet
om de oorsprong loopt. Voor yi(izﬁy.,.)n) kunnen we dus een weg W,
nemen die éénmaal in positieve richting om de ocorsprong loopt. We
vinden

gl .
(1) Re) = e [ [ BBy ey, =
(ewi) VooV det B(z)

Tenslotte gaat men gemakkelijk na dat

det B(z) = l(ﬂ—aqzﬂ)..,(ﬂ-anzn)‘ ,

waarin het rechterlid de boven beschreven symbolische uitdrukking is.

4, Het bewijs van Watson ([5] en [1] ,p.13) voor de formule

(12) o [a b, ¢ ; 4] _ P(ﬂ+%a)?(1+a—b)?(j+a_c):

5 b
T+a-b, 1+a-c M'(1+a) (1+z2-0)0 (1+2a-c

Bewijs., Dit bewijs maakt gebruik van de formules van Gauss

(13) Fla,b;c:1) = [(e)l(c-a-b) (Re(c-a-b) > 0), g
MN(c-a)l'(c-Db) '

en Kummer



(14) F(a;b;/“{“a—b;—/]) = P</}+a—b)f1(1+‘;ia) (Re b<'}§),
M1+ )M (14+3a-b)

die hiler niet worden beweczen, maar waarvoor naar de literatuur
wordt verwezen ([1] p.2 en p.9).

Fenvoudigheidshalve ncmen we aan dat 2,b en ¢ niet-negatief
zijn en dat 1+ra-b-c >0 ig. De reeks (12) is dan absoluut conver-
gent. Dan geldt voor n » O vanwege (13)

[ (1+a+2n)l' (1+a-b-c)
P(ﬂ+a—b+n)?(1+a—c+m)3

F(b+n,c+n;1+a+2n;1) =

en dus

ISTISTIONN E N
(1+a-b)T(1+a-c) -

[ (a+n) M"(b+n) C(c+n)

n! "(1+a-b+n) M(1+a-c+n)
[ (a+n) [ (b4n) [(c+n)

n! [F(1+a+zn) ' (1+a-b-c)
2 [ (a+n) [(b+n+m) T (c+n+m)

1‘\,

O

F(b+n, c+n; 1+a+2n;1) =

O

Me TVI8 T8

1=0 m=0 nim! [ (1+a+2n+m) P (1+a-b-c)

D
< 5" M(a+n) O (b+p) [ (ct+p) _
%jb nl(p-n)! I"(1+a+n+p) ' (1+a-b-c)
Egé He) T (b+p> (cxp) F(a,-p;1+a+p;-1) =
P=Y o M (1+a-b-c) T (1+a+p)
= [(a) N(bp) M(etp) M(A+ia) -
p=0 p! [ (1+a-b-c) I'(1+a) [ (1+5a+p)

M (a) () 0(c) F(b,c;14ha31) =

M(1+a) M (1+a-b-c)

[ (a) M(b) M(c) M (1+sa) P (1+ra-b-c)

[l
M (4+a) M (1+a-b-c) D (1+5a-b)F(1+ka-c)

waarmee de formule bewezen 1s. De verandering der sommatievolgorde

is geoorloofd daar alle termen in (15) positief zijn.
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5. Een bewijs door volledige induktie van de formule

16) 5. 22 o, ° 5. F(1+32) D (1+a-b) "(1+a-c) I (ﬂ?abc)
( SRR P (148 ) [(1+ha D)1 (1+ha—c )P (1+a-bc)

wanneer -c een natuurlijk getal is of 0.

Neem aan dat de formule (16) bewezen is voor -¢=0,1,2,...,n-1
(n >1). We zullen nu het bewijs leveren voor -c=n. Vanwege de Sym-
metrie in b en ¢ 1is de formule juist voor b=0,1,...,n-1. Wanneer
c=-n kunnen we de formule ook schrijven in de vorm

1
1] (1+a),(1+za-b)

_ -
(/H'éa)n

- a, b -n
(17)  (1ra-b)y 31*2[%8_3 1+a+n

5

Beide leden zign polynomen in b van de graad n, die gelijke waarde
hebben voor -b=0,1,...,n-1. Wanneer we voor nog een waarde van b

de gelijkheid kunnen aantonen dan zijn de polynomen identiek. Voor

b=a+n gaat (17) over in
- 14
n B (1+‘d)n(/i*ad l’l)n

(), (a+n)_(-n)

n! (1+a+n)n (1+3a)

n

waarvan men de julstheid gemakkelljk inziet.
Tenslotte blijkt de juilstheid van (16) voor c¢=0 onmiddellijk.

6. Fen algemencre identiteit, verkregen met behulp wan een Wronski-

determinant.

We gaan uit van de hypergeometrische differentiaalvergelijking

in de vorm

x(ﬂ—x)y”-+{c—(a+b+1ﬁ<}y'-aby =0

(accenten duiden differenti&ren naar x aan).
Hiervan zijn

1-C B

yq{x) = Fla,bjc;x) en yg(x):x Fla+1-c,b+1-c32-c;3x%)

oplossingen. ([3] ,0.283 en p.2B86; [1] ,p.1). Bij deze oplossingen
behoort de determinant A van Wronski, gedefinieerd door

/.\.(x)=] Y1 Ve
vy Yo




_a_

A(x) voldoet aan de differcntiasalvergelijliing

b (atb+1)x-c
A = x(1-%) s

welke de oplossing
(18) A =« X—c(q_x)c-a-b—ﬂ (« willekeurige constante)
heeft. Anderzijds vindt men ult de definitie van A en de reeksont-

wikkelingen voor v, en Vs

oo o0 (a)n(b)n(a+1—c)m(b+1-c)

(19) A= >

n=0 m=0 n!(c)nml(2~c)m

(1-ct+m-n)x" T

Hierult volgt, dat « =1~-c is.

Vergelli jkt men de co&fficient van XN—C in de beide voorstellingen
(18) en (19) van A, dan vindt men
IS (a) (b)) (a+1-c) (b+1-c)
(0N - e L (Aectmon),
n+m=N : no° m

waarult men de volgende hypergeometrische identitelt kan afleiden

.F) [a b,dg+> LN,c-N-1,-N ; q1:= (a+b—c+1)N(q_c)N

c,5c~5-5N,c-a-N,c-b-N (a+’l—"C)N(b+/l~C)N

Stellen we hierin c¢=1+d+N, dan vinden we de bekende identiteilt

[/]] oL)j ))-

(20) 5%y [d 1453, a, b, N ]2 (1+0)(1+d-a-b)y
£d,1+d-2,1+d=b, 1+d+N (14d-a).(14d-D)

il N

waarult (16) volgt door a=5d te nemen,
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